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Povezava med zveznimi in diskretnimi signali

Drago Matko Univerza v Ljubljani, Fakulteta za elektrotehniko

Signali v praksi so obi¢ajno zvezni in neperiodicni, za obravnavo na digitalnih racunalnikih
pa je uporabna predvsem Diskretna Fourierova transformacijo, ki predpostavlja ¢asovno
diskretne in periodi¢ne signale. Zato bomo v tem podpoglavju obravnavali povezavo
med obema vrstama signalov, med njunima spektroma in spektralnima mocnostnima
gostotama. Obravnavali bomo tudi vzorcene signale, ki pomenijo vmesno stopnjo med
obema vrstama signalov.
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Casovno zvezne signale bomo oznacevali z majhno ¢rko (x(t)), njihov Fourierov trans-
form z veliko ¢érko (X (w)), vzorcene signale bomo oznacevali z zvezdico (x*(t) za
casovni signal, X*(w) za njegov Fourierov transform), periodicne signale z p (xP(¢)
za casovni signal, X7? (msz) za njegov Fourierov transform, to je koeficient Fourierove
vrste) ¢asovno diskretne in periodi¢ne signale pa bomo oznacevali z oznako d (x¢(k)
za Casovni signal, X4(m) za njegov Diskretni Fourierov transform). Cas vzoréenja pri

vzorcenih signalih bomo oznacili z A\, periodo pri ¢asovno periodic¢nih signalih pa s T

1 Casovni signali

Najprej si oglejmo povezavo med casovnimi signali. Ne da bi izgubili na splosnosti,
lahko predpostavimo, da je originalni ¢asovno zvezni in neperiodicni signal razlicen od
0 le na intervalu med 0 in 7', izven tega obmocja pa je enak 0. V praksi je to obi¢ajno
obmocje v katerem smo merili signal in je vedno kon¢ne dolzine. Prav tako bomo
predpostavili, da je vrednost signala x(t) pri zgornji meji enaka 0, torej

z(t)=0 za t<0 in t>T (1)
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Vzorcéeni signal dobimo tako, da pomnozimo originalni signal x(t) z vlakom delta
impulzov

) =z(t) ¥ 6(t— kN (2)

k=—00
Ker je vrednost signala xz(t) razlicna od 0 le v obmoc¢ju med 0 in T, lahko meji v vsoti
zgornjega izraza zamenjamo z 0 oz. N — 1, kjer je

T = NA (3)
Tako dobimo Vo
¥ (t) = x(t) ]EO O(t — kN) (4)

Edine vrednosti signala x(t), ki vplivajo na rezultat so tiste, katerih argument jet = kX,
zato lahko zgornjo enacbo zapisemo tudi v naslednji alternativni obliki

(1) = Zg‘; p(kN)S(t — kX) (5)

Amplituda vzorcenega signala je neskoncna, informacija o originalnem signalu x(t) je
vsebovana v ploscini ustreznega delta impulza.

Pri obdelavi na digitalnih racunalnikih moramo uporabljati vzoréene signale in sicer
tako ¢asovne, kakor tudi frekvencne. Vzorcenost v enem prostoru pa ima za posledico
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periodi¢nost v drugem, zato pravzaprav potrebujemo periodic¢ne signale. Predpostavili
bomo, da dobimo periodi¢ni signal iz originalnega signala tako, da le tega enostavno
prestavimo za 71", £27', . ..

o (t+iT)=x(t) i=0,1,2,... (6)

Digitalni signal ¢(k), ki pripada originalnemu signalu z(¢) je definiran le za celogteviléne
vrednosti argumenta in sicer je vrednost digitalnega signala pri argumentu £ enaka am-

plitudi originalnega signala x(t) za t = kA, kjer je A ¢as vzorcenja. Uporabljali bomo

le periodicne digitalne signale, zato lahko zapiSemo

v4(k) = aP(kX) k=0,1,2,...,N —1
vk +iN) = 2%k) i=0,1,2,...
Ker pa smo predpostavili, da dobimo periodic¢ni signal iz neperiodicnega z njegovo
mnogokratno preslikavo,lahko glede na en. (6) zapisemo

v(k) = z(k\) k=0,1,2,...,N —1
vk £iN) = 24k) i=0,1,2,...
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1.1 Frekvencni signali

Oglejmo si sedaj povezamo med Fourierovimi transformacijami signalov. Fourierova
transformacija originalnega signala je

X(w)= [ z(t)e™dt = /0 e dt (7)

Frekvencéni spekter takSnega signala je zvezen in neperiodiéen. Ce predpostavimo pe-
riodi¢ni signal, moramo namesto Fourierove transformacije uporabiti Fourierovo vrsto,
frekvencni spekter taksnega signala pa je diskreten, to se pravi, da vsebuje le enosmerno
komponento (frekvenco 0), osnovno harmonsko komponento ter njene mnogokratnike

(frekvence 0, :I:%, :I:%, ... oziroma krozne frekvence w = m277f, = 0,%x1,£2,...,
Koeficient Fourierove vrste je v tem primeru
2 1 r 1 r
Xp<mT”) = [ aP(t)e T dt = - [ a(t)e T dt (8)
S primerjavo izrazov (7) in (8) dobimo
2T
p
X ()it = TXP(m ) )

To enacbo si lahko razlagamo tudi takole: pri neperiodiénem signalu predstavlja X (w)
gostoto spektra, zato je potrebno spekter XP(m?> 7') porazdeliti po celotnem obmoqu
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med dvema vrednostima vzorcenega frekvencnega signala, torej deliti s sirino prirastka

frekvence () oziroma pomnoziti s 7.

Fourierovo transformacijo digitalnih (vzorcenih in periodi¢nih) signalov racunamo na
digitalnih racunalnikih z Diskretno Fourierovo transformacijo oziroma z njeno hitro
varianto t.i. Hitro Fourierovo transformacijo (Fast Fourier Transformation - FFT)

X(m) — Zzlxd(@w%mk
—0
k) = — ¥ XY m)e/Nm (10)

Poglejmo sedaj relacijo med Fourierovo transformacijo periodicnega in vzoréenega sig-
nala (Fourierovo vrsto) in Diskretno Fourierova transformacijo po definiciji (10)

Koeficient Fourierove vrste vzorcenega signala je
2T 1

* T . 2T
X p<mT) = T/O [Cp<t> k:Z_OO 5(t — k)\)@ J Ttdt
1 o0 T o in
= m k:Z_OO/O :U(t>5(t — k')\)@ J N)‘tdt (11)

Vrednost integrala za £ < 0 in & > N je nic, zato lahko napisemo z upostevanjem

TR
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en. (6) in (7)

27T 1 N—-1 2
X *p — 1) IR mkA
) = N TR
1 N-1 d _ 21
N kgo ke
1
= X(m) (12)

Naslednja relacija, ki si jo bomo ogledali je relacija med vzoréenimi in nevzorcenimi
signali. Znano je, da je frekvencni spekter vzorcenega signala sestavljen iz frekvencnega
spektra originalnega signala, ki je pomnozen z 1/ in iz neskonénega Stevila njegovih
premescenih verzij

1 2T
X" — X(w—1— 13
@ =1 5 Xw-i) (13
Zato dobimo pri idealni rekonstrukciji signal z(t) iz vzorcenega signala x*(t ) tako da
slednjega posljemo skozi idealni nizki filter z ojacanjem A in pasovno Sirino ;. Zato

lahko zapisemo

X(w) = GidealX*(w)
X(w) = AX*(w) W< = (14)

FEnTR

Univerza v Ljubljani, Fakulteta za elektrotehniko 7




Povezava med zveznimi in diskretnimi signali Predavanja 2009/10

[sta relacija velja seveda tudi za periodi¢ne signale
Xp(’m?) = GigeaX " (w)

sk 2m s
M <
~Awm e mey
= v X%m) m < 5

kjer sem uposteval en. (12). Ta enacba podaja relacijo med koeficienti Fourierove
vrste in Diskretne Fourierove transformacije. Koeficiente Fourierove vrste zveznega
periodi¢nega signala dobimo v praksi torej tako, da posnamemo signal z digitalnim
racunalnikom in sicer posnamemo celo stevilo period. Pri tem mora biti maksimalna
frekvenca signala manjsa od polovicne frekvence vzorcenja. Nato izracunamo Diskretno
Fourierovo transformacijo posnetega signala in dobljene koeficiente delimo z V.

Poglejmo Se, kaj je v primeru, ¢e je posneti signal neperiodicen. Glede na en. (9) in (15)
lahko zapisemo

X(w)| o = TXP<m2T”)
— AX"(m) w< s (15)

Gostoto frekvencénega spektra neperiodicnega signala dobimo torej v praksi tako, da

T
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frekvenca signala zopet ne sme biti visja od poloviéne frekvence vzorcéenja. Nato
izracunamo Diskretno Fourierovo transformacijo vzoréenega signala in pomnozimo tako
dobljene koeficiente z A. Tako dobljen rezultat pomeni vzoréeno gostoto frekvencénega
spektra originalnega signala.

V praksi seveda za rekonstrukcijo originalnega signala iz vzorcenega signala ne uporabljamo
idealnega nizkega filtra, temvec zadrzevalnik nic¢tega reda s prenosno funkcijo

1 — 6—8)\
Gols) = (16
oziroma frekvencénim odzivom
W y
Golgw) = A=z e’? (17)

Koeficiente Fourierove vrste zveznega periodi¢nega signala, ki smo ga dobili iz peri-
odicnega diskretnega signala s pomocjo zadrzevalnika nic¢tega reda, dobimo tako po
formuli

2 2
Xp(m;) = Go(yjw)X™ (m?)
. 21\
SIN M5~ 5 2T 27 A
— \ TQX*p< ) JmTy
m2r2 mT c

12 R
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1 sin 2% x
= XA e
N

1 . m mi
= X e (18)
N 5

Ce vzamemo le eno periodo tako dobljenega ¢asovno zveznega signala, dobimo gostoto
frekvencénega spektra taksnega signala glede na en. (9)

2 mm
X(@) Ly = TX(m ) ¥
= X () e (19)
N

Tako dobljen rezultat pomeni vzoréeno gostoto frekvencnega spektra originalnega sig-
nala.
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